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Abstract 

This paper is the continuation of two previous ones 
devoted to the properties and the derivation of the 
isomorphic subgroups of p 1 ~ 2 "2, P1 ,,~ 2 '3, ..., 2,n 
[BiUiet (1979). Acta Cryst. A35, 485-496; BiUiet & 
Rolley-Le Coz (1980). Acta Cryst. A36, 242-248]. 
The preservation of the lattice points, of the lattice 
directions and of the lattice planes of the group F(P1) 
by an isomorphic subgroup ~ of index i are studied here. 
The typical feature is as follows: every lattice direction 
(respectively plane) is either unpreserved or preserved 
by ~, with the same preservation rate as the origin 
lattice direction (respectively plane). One plane out of 
p~ lattice planes is partially preserved; in each 
preserved lattice plane, one direction out of p~ lattice 
directions is partially preserved; along a preserved 
lattice direction, one point out of p~ lattice points is 
preserved; P~P'2P'~ = i. Algorithms for the identifi- 
cation of preserved lattice points, directions and planes 
are shown with several practical examples. 

Dans deux pr6c6dents m6moires, nous avons mis au 
point les m&hodes n6cessaires ~t l'&ude des sous- 
groupes spatiaux isomorphes des groupes spatiaux p l 

2 '2, P1 ~ 2,3, ..., 2,n (Billiet, 1979), au d+nombre- 
ment, ~t l'~num~ration et au classement de ces sous- 
groupes isomorphes (Billiet & Rolley-Le Coz, 1980). 

Le present m6moire est consacr6 ~ une question 
abord6e pr6c+demment (Billiet, 1979): 'Dans quelle 
mesure les plans r6ticulaires de P1 sont-ils conserves 
dans tel sous-groupe isomorphe?'. Notre int6r~t pour 
cette question se justifie par ses applications imm6- 
diates au niveau des m&hodes de diffraction. 

* English translations, not 'refereed', may be obtained from the 
authors upon request. 

t A qui doit &re adress6e toute correspondance. 

0567-7394/80/050785-08501.00 

Pour l'essentiel des r6f6rences bibliographiques et 
pour la majeure partie des concepts math6matiques et 
des notations utilis6s, nous renvoyons le lecteur ~t nos 
precedents m6moires. 

I. Conservation des rang~es r6ticulaires dans les sous- 
groupes du groupe d'espace bidimensionnei p l 

Nous commenqons cette 6tude en dimension 2 car les 
r6sultats sont faciles ~ visualiser et permettent de mieux 
comprendre la d6marche suivie en dimension 3. 

Dans route cette partie, nous d6signons par F l e  
groupe de symbole p l de maille conventionnelle (A, B) 
et par ? le sous-groupe propre isomorphe (donc de 
symbole p l 6galement) dont une maille convention- 
nelle (a, b) est donn6e par la relation matricielle 

( a , b )= (A ,B)S ;  s = l S 1 1  s12 I" 
S21 S22 

les coefficients de S sont entiers et l'indice i est 6gal ~ la 
valeur absolue de D&S (supdrieure ~ 1). 

Consid6rons maintenant la famille p des rang6es 
r6ticulaires [U,V] de F (U et V sont des entiers 
premiers entre eux 6gaux aux coordonn6es du premier 
noeud de la rang6e passant par l'origine; le vecteur A' 
= UA + VB donne la direction des rang6es). De 
rensemble des noeuds du r6seau de F, le sous-groupe y 
ne garde 6videmment qu'une fraction 6gale ~t 1/i et la 
famine p n'est pas enti6rement conserv6e par y. Une 
question se pose: 'Existe-t-il des rang~es p enti6rement 
conserv6es par ),, d'autres partiellement conserv6es et 
d'autres enfin dont aucun noeud n'appartient ~ y?'. La 
r6ponse ~t cette question fait intervenir deux &apes 
pr61iminaires. 

© 1980 International Union of Crystallography 
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1 gre dtape 

On construit une nouvelle maiUe conventionneUe de 
/" dont le premier vecteur est le vecteur A' donnant la 
direction des rang6es de p: 

( A ' , B ' ) =  (A,B)M' ;  M ' =  
v /~ 

En effet, U et V &ant premiers entre eux, le th~or~me de 
Bezout affirme l'existence d 'au moins deux entiers a et 
/? tels que U f l -  Va = 1; ces deux entiers peuvent 
d'ailleurs &re trouv@s par l 'algorithme d'Euclide (cfi 
BiUiet, 1979). Dans ces conditions, (A',  B') est bien une 
maiile conventionnelle de F car la matrice M' est 
unimodulaire h coefficients entiers. Les rang~es de F 
sont paraU61es au vecteur A' et leurs ordonn6es 
(relatives/t B') sont les nombres entiers (Fig. la, b,c,d). 
Par ailleurs: 

(A,B) = ( A ' , B ' ) M ' - ' ;  
(a,b) = (A' ,B')S';  

S' = M'-~S; 
D&S' = D&S = +i. 

2 ~me dtape 

On construit une nouveUe maille conventionnelle 
( a ' , b ' )  de 7 dont le premier vecteur est un multiple de 

A' en triangulant la matrice S' par la 'm&hode des 
pivots' expos6e ant6rieurement (BiUiet & Rolley-Le 
Coz, 1980): 

( a ' , b ' )  = (A',  B')T'  ; 

T , = S ' N ' =  ] p~ q~[. 
0 p~ 

La matrice de triangulation N' est unimodulaire 
coefficients entiers; il n'existe qu'une seule matrice T' 
telle que: ' ' P~,P2 entiers positifs, D&T' -- Pl' p2' = i; ql' 
en t i e r , - p~ /2  < q~ <_ p~/2. 

En cons@quence, le sous-groupe F conserve le p ~ m e  
noeud de la rang6e passant par l'origine et, d'une faqon 
plus g~n~rale, seuls sont conserves les 2 p ~ m e s  noeuds 
de cette rang~e (2 ~ Z): elle est donc conserv& par 7 
avec le coefficient de conservation 1/p' 1. Quant aux 
autres rang6es de p, ou bien elles sont conserv6es avec 
ce m~me coefficient ou bien elles ne sont pas du tout 
conserv@es. En effet, 7 conserve les noeuds donn6s par 
les vecteurs: 

2a' + #b '  = 2p~ A' +/z(q~ A' + p~ B') 

= (Ap~ +/zq~)A'  + / z p [ B ' .  

En d'autres termes, seuls les (2p~ +/zq~)6mes noeuds 
des/~p[~mes rang@es sont conserv6s (2, # ~ Z); seules 
donc sont conserv~es, avec coefficient l ipS,  les rang~es 
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(d) 
Fig. 1. Conservation des rang6es r&iculaires dans un sous-groupe isomorphe du groupe pl: le type de conservation d6pend de la direction 

de la famille de rang6es. 
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dont les ordonn~es (relatives fi B') sont les multiples de 
P'2 = i/p'~ (c'est-h-dire, une rang6e toutes les p~ 
rang6es); dans les autres rang6es, aucun noeud n'est 
conserv6 par y. 

Exemple 1. On consid6re le sous-groupe p l  donn6 
par la matrice S: 

13 2[ $ =  
5 6 

Comment sont conserv6es les families de rang6es 
suivantes [1,0], [0, 1], [1,1], [3, 1]? 

(a) [ 1 , 0 ] : a = 0 ,  f l = l , S ' = S ,  

1 6 11 18 1 I T' = S' = 
- 5  1 0 1 

(cf. Billiet & Rolley-Le Coz, 1980). Toutes les rang6es 
[1,0] sont conserv~es au 1/8 ~me; seuls sont conserv6s 
les (8 ~. -- p)6mes noeuds des/t 6mes rang6es (Fig. la). 

(b) [0,1]: a = - l ,  f l =  0. 

i 0 11 I 5 6] M '-1 = " S' = 
- 1  0 ' - 3  - 2  ; 

i- -11 18 11 T' = S' -- . 
3 1 0 1 

Toutes les rang6es [0, 1] sont conserv6es au 1/8 6me; 
seuls sont conserv6s les (8~. + ~)6mes noeuds des 
/~mes rang6es (Fig. lb). 

(c) [ 1 , 1 ] : a = 0 ,  f l =  1. 

I 1 ° I s, 13 M,-1 = ; = 
--1 1 2 4 ; 

I -11 I 4 -11 T' = S'  = . 
- 1  1 0 2 

Une rang~e [1, 1] sur deux est conserv~e au quart; seuls 
sont conserves les (44 - /~)~mes noeuds des 2 ~ m e s  
rang6es (Fig. lc). 

(d) [3,11:a = 2, f l =  1. 

M '-1 = I 1 - 2  
i - 1  3 

1-7 ] - 1 0  
S f  ~ 

12 16 ' 

i 4 71 L 2 1 L T' = $ '  = . 
- 3  - 5  0 4 

Une rang6e [3,1] sur quatre est ~t moiti6 conserv6e; 
seuls sont conserves les (22 + p)6mes noeuds des 
4#6mes rang6es (Fig. ld). 

Remarques 

Au lieu de d6signer la famille de rang6es p par les 
coordonn6es U, V du premier noeud de la rang6e 
passant par l'origine, on peut utiliser les indices de 

Miller (H,K);  la transcription de la m6thode n'offre 
aucune difficult6 car U = K et V = - H .  

Si on s'int6resse au seul coefficient de conservation 
des rang6es p sans chercher ~t connaJtre les noeuds 
effectivement conserv6s, il n'est pas n6cessaire de 
trianguler S' car p~ est 6gal au plus grand commun 
diviseur (p.g.c.d.) des termes de la seconde ligne de S' 
(Billiet & Rolley-Le Coz, 1980); le coefficient de 
conservation est p'2/i. 

Exemple 1 (suite). Quel est le coefficient de conser- 
vation des rang6es [7, 1]? 
a = 6 ,  f l =  1. 

I I I 341 1 - 6  S' - 2 7  
M,-I = ; = . 

--1 7 32 40 

Le p.g.c.d, de 32 et 40 &ant 8, une rang6e [7, 1] toutes 
les 8 rang6es est enti6rement conserv6e. 

II. Conservation des rang~es r~tieulaires dans les 
sous-groupes du groupe d'espaee tridimensionnel PI 

La m&hode expos6e pr6c~demment s'&end en dimen- 
sion 3. Par F, (A, B, C), y, (a, b, e) et S, nous entendons 
d6sormais un groupe d'espace P1, une maille con- 
ventionneUe de celui-ci, un sous-groupe propre iso- 
morphe (P1), une maille conventionnelle de ce dernier 
et la matrice de passage; 

(a,b,c) = (A,B, C)S; 
S ( 3 x 3 ) : s  o E Z ;  

indice de y dans F: i = I D6tS I > 1. 
La famille p des rang6es r&iculaires [U, V, W] de F a 

la direction du vecteur A'  = UA + VB + WC [le 
p.g.c.d, de U, Vet W6tant ~gal fi 1;D (U, V, W ) =  1]. 

On construit d'abord une nouvelle maille convention- 
nelle (A', B', C')  de Ftelle que:* 

(A', B', C ')  = (A, B, C)M'; 

U a YU1 

M ' =  V fl y V 1 .  

W 0 

En effet, D(U,V)  &ant le p.g.c.d, de U e t  V, U 1 = 
U/D(U, V) et V 1 = V/D(U, V) sont premiers entre eux 
et on peut trouver deux entiers a e t  fl tels que U1]~ - 
V~ a = 1,~" c'est-fi-dire, tels que U f l -  Va = 
D(U, V). D(U, V) et W sont n~cessairement premiers 

* La m6thode s'&end h Z n muni de la base (A l, A 2 . . . . .  An). 
Quelle que soit la famiUe de rang6es [ UI, U 2 ..... Un], il est possible 
de trouver une nouvelle base (A~,A~ ..... A'~) admettant comme 
premier vecteur le vecteur A~ = U 1A 1 + U2A 2 +... + UnAn: 

(A~, A~ ..... A') = (AI, A 2 ..... An)M'. 

La matrice de passage est unimodulaire ~t coefficients entiers. 
t Remarquons que a et fl sont n6cessairement premiers entre eux. 
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entre eux et on peut trouver deux entiers y et fi tels que 
D(U,  V)5--  W), = 1. Dans ces conditions: 

D6tM' = Wy(~tV,  - flU~) + f i ( U f l -  Vrt) 
= - W y  + 3D(U,  V ) =  1; 

M' est une matrice unimodulaire fi coefficients entiers et 
(A', B', C')  est une maille conventionnelle de F. 

(A, B, C) = (A', B', C ' )  M ' - l  ; 
(a, b, c) = (A', B', C')  S' ; 

S' = M ' - ~ S "  
D & S '  = DetS = +_i. 

On construit ensuite une nouvelle maille conven- 
tionnelle (a', b', e ') de yen triangulant S "  

( a ' , b ' , e ' )  = (A', B', C ' )T ' ;  

P~ q~ 

T' = S ' N '  = 0 Pl  

0 0 

! r' I 
q~ ; 

p; 

N' matrice de triangulation unimodulaire/ t  coefficients 
entiers; T' est unique; p'l, p~, p; sont des entiers positifs; 

P t t l t D6t-I-' = p'~ P2 P3 -= i; q l, q2, r~ sont des entiers; -p '~ /2  < 
q'~ < p ' l /2 ; -p '2 /2  < q'2 < P'2/2;-P'I /2 < r'~ < p'~/2. 

I1 en r6sulte que la rang6e passant par l'origine est 
conserv6e par y avec le coefficient 1/p~. Les autres 
rang6es sont, soit conserv~es avec ce m~me coefficient, 
soit non conserv6es, une rang6e toutes les i/p'~ rang6es 
~tant conserv6e. I1 est int~ressant de noter la faqon dont 
les rang6es conservbes se distribuent dans l'espace. 
Pour cela remarquons que les vecteurs A' = UA + VB 
+ WC et B' = ,  A + fiB d6finissent un plan r6ticulaire, 
passant par l'origine, de la famille d'indices de Miller 
( H ° , K ° , L  °) relatifs/l (A, B, C): 

H ° = - W f l ,  K ° =  W . ,  L ° = D ( U , V ) . *  

Le sous-groupe y conserve les noeuds d6finis par (4, p, 
, ~ Z ) :  

2a' +/zb '  + re' 

= 2p'~A' + p(q'~A' + p ~ B ' ) +  v(r'~A' + q[B' + p~C')  

: (2p'1 + pq'~ + vr'~)A' + (/up'~ + vq'~)B' + vp'~C'; 

seuls sont conserv6s les (2p'~ +/zq'~ + vr'~)6mes noeuds 
des (/zp[ + vq[)6mes rang6es des vp~6mes plans 
reticulaires (H°,K°,L°). Autrement dit, seuh sont 
conserves, avec le coefficient de conservation p'3/i, les 
plans dont les cotes (relatives fi C') sont les multiples de 
p~, c'est-fi-dire, un plan tousles  p~ plans; dans chacun 
des plans partiellement conserv6s, seule une rang6e 
toutes les p~ rang~es est en partie conserv6e; le long des 
rang6es partiellement conserv6es, seul un noeud tous les 
p'~ noeuds est conserv& 

* Les points (X°,Y°,Z °) du plan (H°,K°,L °) passant par 
l'origine v6rifient la relation H° X ° + K ° yo + L o z o = O. Par ailleurs 
D(H°,K°,L °) = 1 car.  et fl sont premiers entre eux, de m~me que 
Wet D(U, V). 

Exemple  2. Soit le sous-groupe P1 donn6 par la 
matrice S: 

2 0 0 

S =  2 2 2 

1 1 3 

Comment  se conservent les families de rang6es [1,0, 0], 
[0, 1,0], [0,0, 1], [0,2, 1], [1, 1, 1]? 

(a) [ 1 , O , O ] : D ( U , V ) =  1, a = O ,  f l =  1, y = O ,  f i = l ,  
S ' = S .  

Tf ~ S  I 

1 0 

- 1  3 

0 - 1  

0 

1 = 

0 

2 0 

0 4 

0 0 

2 

2 .  

1 

Une rang6e sur 4 est conserv6e au 1/2. Tous le s  plans 
(H ° = O, K ° = 0, L ° ---- 1) sont conserv6s au 1/8 6me. 
Seuls sont conserv6s les (24 + 2v)6mes noeuds des 
(4p + 2v) rang6es des v 6mes plans. 

(b) 10, 1 ,0 l :  D(U, V) = 1, a = - l ,  f l = 0 ,  y = 0 ,  
5 = 1 .  

[~I--1 = 

0 1 0 

- 1  0 0 

0 0 1 

I. , S ' =  

2 2 2 

--2 0 0 

1 1 3 

TI ~_St 

0 --1 

3 1 

--1 0 

0 

1 = 

0 

4 0 2 

0 2 0 

0 0 1 

Une rang6e sur deux est conserv6e au quart. Tous les 
plans (0, 0, 1) sont conserv6s au 1/8 6me. Seuls sont 
conserv6s les (42 + 2v) 6mes noeuds des 2p6mes 
rang6es des v6mes plans. 

(c) [0, 0, l l :  D(U, V) = 0, U~ = 0, V~ = --1,* a = 1, 
f l --O,  y = - l ,  5 - - 0 .  

0 0 i [  1 1 3  
M ' - I -  - 1 0 ; S ' =  2 0 0 ; 

0 1 2 2 2 

T ' = S '  

0 1 
--1 --1 

1 0 

0 
1 = 

0 

2 0 1 

0 2 0 

0 0 2 

Une rang6e sur quatre est conserv6e au demi. Un plan 
(0, 1,0) sur deux est conserv6 au quart: une rang6e 
toutes les deux rang~es y est conserv6e au demi. Seuls 

* U et V 6tant tousles deux nuls, les valeurs de U t et V 1 sont 
arbitraires; elles ont &6 choisies de mani6re fce que la matrice M' 
soit unimodulaire & coefficients entiers et que l'expression de M'-1 
soit la plus simple possible. 
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sont conserv6s les (22 + v)6mes noeuds des 2l&mes 
rang6es des 2 v+mes plans. 

(d) [0, 2, 1]: D(U, V) = 2, a = --1, fl = 0, y = 1, 
3 = 1 .  

~V]t--1 ____ --1 0 ; S' = - 2  0 ; 

0 1 0 0 

0 - 1  0 1 0 0[ 

T ' = S '  1 1 1 = 0 2 ~l" 

0 0 1 0 0 

Une rang+e sur huit est enti&rement conserv+e. Un plan 
(0 , -1 ,2)  sur quatre conserve une rang6e enti+re tomes 
les deux rang~es. Sont conserves exclusivement tous 
les noeuds des 2lt6mes rang6es des 4v~mes plans. 

(e) [1,1,1]: D(U, V ) =  1, a = 0 ,  f l =  1, y = 0 ,  f i =  1. 

1 0 0 2 0 0 

M ' - I =  - 1  1 0 ; S ' =  0 2 2 ; 

- 1  0 1 - 1  1 3 

2 1 1 4 2 2 

T ' = S '  - 1  1 - 1  = 0 2 0 . 

1 0 1 0 0 1 

Une rang6e sur deux est au quart conserv6e. Tous l e s  
plans ( - 1 , 0 ,  1) sont conserves au 1/8 +me: une rang+e 
sur deux y est conserv+e au quart. Seuls sont conserves 
les (42 + 2~t + 2v)+mes noeuds des 2F&mes rang~es 
des v+mes plans. 

III. Conservation des plans r6ticulaires dans les sous- 
groupes de PI  

La m6thode pr6c6dente a permis, au passage, d'&udier 
la conservation des families de plans r&iculaires 
(H°,K°,L°)  mais elle ne s'applique pas fi toutes les 
families de plans r6ticulaires de la zone d'axe [U, V, W]. 
Elle ne s'applique pas non plus aux families de plans 
n 'appartenant  pas fi cette zone. Nous d6veloppons 
maintenant une m6thode un peu diff6rente applicable fi 
l'6tude de la conservation de n' importe queUe famille de 
plans r6ticulaires. 

Soit P l e  plan passant par l'origine de la famille ~ des 
plans r6ticulaires d'indices de Miller (H ,K ,L)  relatifs ~t 
la maille conventionnelle (A, B, C) [avec D(H, K, L)  = 
11. 

1. Construction d'une nouvelle maille conventionnelle 
d e F  

Nous allons construire une nouvelle maille con- 
ventionnelle ( A " , B " , C " )  telle que A" et B" soient 
dans P. 

(A", B", C")  = (A,B, C ) M " ;  

K 1 a L  y 

M " =  - -H 1 fiL 1 6 

0 --D(H, K) e 

avec H 1 = H/D(H,K) ,  K, = K /D(H,K) ,  et L = 
L/D(K,L) .  

Puisque D(H, K, L) = 1, D(H, K) est premier avec 
D(K, L), K est divisible par D(H, K) .D(K,  L) et K 1 
est divisible par D(K, L); comme H1 est premier avec 
K 1, H 1 est premier avec K~/D(K, L) et il existe au moins 
deux entiers a et fl tels que: 

aH~ + f l K , / D ( K , L ) =  1. 

Puisque D(H, K, L)  = 1, le th6or~me de Bezout (cf 
Billiet, 1979) stipule l'existence de trois entiers y, fi, e 
tels que: 

y H + f i K + e L =  1. 

Calculons le d&erminant de M"- 

D6tM" = yH~D(H, K) + bK~ D(H, K) 
+ eL i D(K,L)[aHI  + flK~/D(K,L)] 

= yH + ~K + eL = 1. 

La matr ice  M" &ant unimodulaire fi coefficients 
entiers, la maille (A" ,B" ,C" )  est une maille conven- 
tionnelle de 1". Les veeteurs A" et B" appartiennent au 
plan rdticulaire P* et forment  en cons6quence une 
base~f de celui-ci car on a: 

H . K  1 + K. (--Hi)+ L . 0 =  H K / D ( H , K )  

- -  K H / D ( H ,  K) = 0; 

H . a L  + K . f L  1 -- L . D ( H ,  K) 
= L . D ( H ,  K)[aH l + flK~/D(K,L)] 

--L . D( H, K) = O. 

Il en r6sulte ce qui suit: 

(A, B, C) = (A", B", C") M" -~; 

(a, b, e) = (A", B", C")S";  

S" = M " - I S '  D & S "  = D&S +i. , .7_7.  - -  

2. Construction d'une nouvelle maille conventionnelle 
de y. Conservation des plans r&iculaires 

Par triangulation de S",  on obtient comme 
pr6c6demment (cf  II) une nouvelle maille conven- 

* Le plan r&iculaire P(H,K,L) est un sous-groupe bidimen- 
sionnel pl de F(pl) de maille conventionnelle (A",B"); la rang6e 
[y, 3, e] passant par l'origine est un sous-groupe unidimensionnel p 1 
de 'maille conventionnelle' (C"). P1 est le produit direct pl ® p 1. 

t Le vecteur A" est situe dans le plan (A, B). Dans la plupart des 
cas, le vecteur B" n'appartient ni au plan (A, C), ni au plan (B, C). I1 
n'est pas toujours possible de trouver un vecteur B~' du plan (A, C) 
ou du plan (B, C) tel que (A", B~') soit une base du plan r&iculaire 
P. 
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tionnelle ( a " , b " , e " )  de ~,; les vecteurs a" et b" sont 
situ~s dans le plan r&iculaire P, le vecteur a" &ant un 
multiple du vecteur A"" 

(a",  b",  e") = (A",  B", C" )T" ;  

P~' qi' r ] ' ]  

T"=S"N"= 0 P7 q71; 
I 

0 0 p~'l 

N" est unimodulaire ~t coefficients entiers, T" est 
unique; P]',P2",P3" entiers positifs; D&T" = Pl" P2"P~' 
- " - " " • / 2  < - i; Ul"",,~z"",rt entiers; p]'/2 < ql - < P~/2,  -p; '  
qi' < P~'/2; -P ' l ' / 2  < r]' < Pi ' /2 .  

Un plan r6ticulaire t o u s l e s  p~' plans ( H , K , L )  est 
donc conserv6 avec le coefficient p~'/i. Dans chaque 
plan conserve, seule une rang+e sur p~' rang~es [U ° = 
Kl, V ° = --HI,  W ° = 0] est partiellement conserv~e. Le 
long d'une rang~e conserv+e, seul un noeud tousles  p]' 
noeuds est conserv6 par le sous-groupe ~,. 

Exemple 3. Comment  se conservent les families de 
plans r&iculaires (1,0,0), (0,0,1) et (2,3,6) dans le 
sous-groupe P1 donn~ par la matrice S? 

1 8 4 

S =  - 3  7 3 

- 4  4 4 

(a)  ( 1 , 0 , 0 ) :  D ( H , K )  = 1, H ,  = 1, K 1 = O, D ( K , L )  
=O,  L I = O ,  a =  1 , f l = 0 , 7 =  1 , 3 = O , e = O .  

M P? 

0 0 

- 1  0 

0 - 1  

1 

0 ; 

0 

M t t - - 1  = 

0 --1 0 

0 0 --1 

1 0 0 

SP! ~ .  

3 - 7  - 3  

4 - 4  - 4  

1 8 4 

m?t ~ SPI 

4 0 1 

--5 1 --1 

9 --2 2 

20 

= 0 

0 

--1 4 

4 0 

0 1 

Tous les plans (1,0,0) s0nt c0nserves au 1/80 eme; 
dans chaque plan une rang+e [0 , -1 ,  0] toutes les quatre 
rang~es est partiellement conserv~e car un noeud tous 
les 20 noeuds y est conserve. En r6sum~ seuls sont 
conserves les (202 --/2 + 4 v)~mes noeuds des 4/2~mes 
rang~es des v+mes plans r6ticulaires. 

(b) (0,0, 1): D ( H , K ) = O , H , = O ,  K I =  1,* D ( K , L )  
= 1, L l =  l, a=O, f l=  1 , 7 = 0 , ~ =  1, e,= 1. 

* H et K &ant nuls, H 1 et K1 sont arbitraires. Leurs valeurs ont 
&~ choisies de mani~re ~t ce que l'expression de M"-1  soit la plus 
simple possible. 

1 

M " =  0 

0 

0 0 

1 0 

0 1 

1 - 1  

0 1 

1 - 2  

= M " - I ;  S " = S ;  

0 5 --1 0 I 

T " = S "  - I  = 0 4 - i i .  
2 0 0 4 

Un plan (0,0, 1) sur 4 est conserv~ au 1/20 ~me; dans 
chaque plan conserv+, une rang6e [ 1,0,0] sur quatre est 
partiellement conserv+e, un noeud sur cinq y &ant 
conserv& Sont conserv+s les (52 - /2 )+mes  noeuds des 
( 4 / 2 -  v)~mes rang+es des 4v~mes plans. 

(c) (2,3,6):  D ( H , K )  = 1, n I = 2, g I = 3, D ( K , L )  
= 3, L 1 =  2, a =  1 , f l = - - l , y = - l , 6 = - l , e =  1. 

3 6 --1 --3 --5 --8 

M " =  - 2  - 2  - 1  ; M ' ' - l =  2 3 5 ; 

0 - 1  1 2 3 6 

44 

S" = - 2 7  

- 3 1  

TIP = SPP 

--91 

57 

61 

2 

--1 

3 

- 5 9  

37 ; 

41 

67 --4 

--13 0 

70 --3 

2 

= 0 

0 

1 1 

40 --3 

0 1 

Tous les plans (2,3,6) sont conserves au 1/80 ~me; 
dans chaque plan, une rang+e [3 , -2 ,0 ]  est conserv+e 
toutes les 40 rang~es; dans chaque rang~e conserv+e, 
un noeud sur deux est conserv& Sont conserv+s les 
(22 +/2 + v)~mes noeuds des (40p - 3v)~mes rang~es 
des v~mes plans. 

Remarque 

Si on s'int6resse uniquement aux plans conserves et 
leur coefficient de conservation, il n'est pas n6cessaire 
de trianguler S" car p~' est ~gal au p.g.c.d, des termes 
de la troisi~me ligne de S"" un plan sur p~' plans est 
conserv~ avec le coefficient P'3'/i. 

Exemple 3 (suite). Comment  sont conserv+s les plans 

{~,0,0}? 
D ( H , K )  = 1, H 1 = 0, K l = O, D ( K , L )  = 1, L1 = O, 
a = 0 ,  f l = l , y = 0 ,  c S = l , e = 0 .  

1 0 01 1 0 0 

M " =  0 0 ~ / ;  M " - 1 =  0 0 - 1  ; 

0 --1 0 1 0 

S Pt 

I 8 4 

4 - 4  - 4  

- 3  7 3 
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Puisque D(--3, 7, 3) = 1, les plans (1,0,0) sont tous 
conserv6s au 1/806me. 

3. Conservation des families de rang6es d'une famille 
de plans r6ticulaires donn~e 

La m&hode que nous venons d'exposer a permis 
d'6tudier la conservation des rang6es [U °, V °, 0] de la 
famille d) des plans r&iculaires (H,K,L) .  Nous 
d6sirons maintenant connakre la conservation de 
n'importe queUe autre famille p[U, V, W] de rang6es 
appartenant aux plans (H,K, L). 

Par rapport fi la base (A", B", C") la famille p est 
donn6e par les indices U", V", 0 et l'on a la relation: 

U U" 

V = M "  V" 

W 0 

D'ofi l'on tire sans difficult6 les formules de trans- 
formation: 

U = U" K 1 + V"a L, 

V = - - U "  HI + V" flL~, 

W =  --V" D(H, K), 

avec D(U", V") = 1 et les formules r6ciproques 

U"= U/K 1 + Wa L / K = - - V / H  I --  W ~  L I / H ,  

V" = - W / D ( H ,  K), 

avec D(U, V, W) = 1 et HU + K V  + L W  = O. 
Pour &udier la conservation des rang6es p de la 

famille (H,K,L), il suffit d'en &udier la conservation 
darts le seul plan P passant par l'origine, les autres 
plans &ant soit non conserv6s, soit conserv6s d'une 
mani6re analogue & celle de P. 

Consid6rons l'intersection du sous-groupe v[vec  le 
plan r&iculaire P. Cette intersection est un sous-groupe 
7e (p l )  de maille conventionneUe (a", b") isomorphe du 
plan r&iculaire P consid6r6 en tant que groupe F e (p l )  
de maiUe conventionnelle (A",B");  (a",b")  est donn6 
par la restriction & P de la matrice T": 

(a", b") = (A", B")T~; 

(A'", B'") = (A", B")M~' ; 

I. ol Mt, = V" /1" ; U " f l " -  V " a " =  1; 

(a", b") = (A"', B"') M ~' - 'T~.  

Puis on construit une nouvelle maille conventionnelle 
(a'", b'") de 7e, admettant comme premier vecteur un 
multiple du vecteur A"' = U"A" + I/'"B", par 
triangulation de la matrice .-.e~A ,,, -1T7. 

(a'", b '")  = (A" ' ,  B" ' )T~ '  ; 

[p;" '"1 T t t t  [k/I tt  r _ l T t t h l t t  t ql 
'"e - "  "e 0 p~" 

T m  est  .-pt~'" est unimodulaire fi coefficients entiers, -e  
unique; P'~",P'2" entiers positifs; p~" p~" = i/p'3'; q~" 
entier;--p'~"/2 < q'/' < p~"/2. 

Dans le plan P, une rang6e [U, V, W] est conserv6e 
toutes les p~" rang6es; sur chaque rang6e conserv6e, un 
noeud est conserv6 tousles p~" noeuds. La situation est 
la m6me pour tous les  plans conserv6s de la famille 
(H,K,L).  

Exemple 3 (suite de 3c). Dans les plans (2,3,6), 
comment sont conserv6es les rang6es [6,2,--3]? On 
calcule sans difficult6: 

--4 1 I U " = - - 4 ;  V " = 3 ;  M ~ ' =  
3 - 1  ; 

I - 1  - 1 ]  M~'-1 = 
- 3  - 4  ' 

T~'= [20 '1 -411 
40 ; - 6  - 1 6 3  ; 

T'"  = M ~ ' - ' T ~  P 
1636 1271= 800 1311 

Les rang6es [6, 2,--3] du plan P sont toutes conserv6es 
au 1/806me. I1 enes t  de m~me pour les autres plans 
(2, 3, 6) car tous sont conserv6s. 

p~' q~' 

T_~' =10  P~'I" 

Le probl6me se ram6ne donc & la conservation des 
rang6es en dimension 2. 

On d6finit une nouvelle maille conventionnelle 
(A'", B"') de Fp admettant comme premier vecteur le 
vecteur U" A" + V" B" • 

Conelusion 

Une utilit6 imm6diate de la conservation r6ticulaire 
s'offre au niveau des m&hodes de diffraction. Lorsque 
les plans de la famille (H,K,L) sont tous conserv6s 
(n6cessairement avec le m~me coefficient) le passage de 
F fi 7 ne donne pas lieu fi l'apparition de taches de 
surstructure pour cette famiUe de plans r6ticulaires. Au 
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contraire, si seulement un plan (H,K,L) tousles p~' 
plans est conserv6 (partiellement ou totalement), il 
appara3tra des taches de surstructure correspondant 
aux indices HIP'3', K/p'3', L/p'3'. Cette question sera 
reprise ult6rieurement (Rolley-Le C oz & B iUiet, 1980). 

Remarque ajoutde lors de la correction des dpreuves 

Les m~thodes mises au point pour analyser la con- 
servation r~ticulaire peuvent certainement &re appli- 
qu+es b, l'analyse de la distribution des noeuds dans les 

rang+es et les plans des r~seaux color,s dont l'6tude a 
6t~ entreprise par Harker (1978). 
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Abstract 

It is shown, by electron diffraction and high-resolution 
microscopy, that AuCu II is a typical example of an 
irrational long-period alloy, contrary to Ag3Mg, for 
instance, which is a typical rational long-period alloy. 
Antiphase boundaries are not planar (as is the case for 
Ag3Mg ) but rather fluctuating around a mean position, 
as shown by high-resolution images; this structure is 
well described by Jehanno & P6rio's model [J. Phys. 
(1964), 25, 966-974], which always involves some 
disorder localized in the boundaries themselves. The 
long period is always the result of an average of 
domains of different lengths, thus giving a statistical 
meaning to the irrationality. This structural behaviour 
is not confined to alloys with large values of the mean 
length of domains, as is demonstrated by the study of 
AuCu-Zn. 

Introduction 

Au contraire des alliages ordonn~s ~t longue p~riode 
variant de faqon rationnelle et discontinue avec la 
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composition, repr6sent6s par AgaMg (Guymont & 
Gratias, 1979; Portier, Gratias, Guymont & Stobbs, 
1980), les alliages ordonn6s h antiphases p+riodiques 
(APP) irrationnelles, dont nous consid6rons AuCu II 
comme le prototype, sont des structures off la longue 
p+riode varie de faqon continue avec la composition: il 
est impossible d'exprimer la longueur moyenne M des 
domaines (mesur6e en unitbs de la maille de Bravais de 
l'alliage d~sordonn6 A1) sous forme d'une fraction, 
comme c'est le cas pour toutes les compositions 
examin+es de Ag3Mg ordonn6 (Guymont & Gratias, 
1978). 

Nos observations confirment que les fronti6res 
d'antiphase, qui sont des plans dans Ag3Mg, sont, dans 
AuCu II, fluctuantes fi toute concentration autour 
d'une position moyenne d&ermin6e qui donne une 
valeur statistique pour M, conform6ment au module de 
Jehanno & P+rio (1964; Jehanno, 1965). 

Ce comportement 'statistique' n'est pas limit+ attx 
APP a grandes valeurs de M: nous montrerons que le 
ternaire AuCu-Zn constitue un exemple de structure 
APP de type AuCu II off M peut prendre des valeurs 
allant de 5 ~ environ 1,5 suivant la concentration en 
Zn. 
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